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Izvle£ek
Nevtrinski observatorij IceCube je v obdobju med 2008 in 2011 zaznal nekaj £ez 105
nevtrinskih dogodkov, katerim so bile dolo£ene smeri iz katerih so pri²li, energije
sekundarnih mionov in merske napake. Najprej je na kratko predstavljen nevtrinski
observatorij IceCube. Sledi predstavitev teorije korelacijske analize za sferi£ne karte
neba in izpeljave standardne pseudo-Cℓ cenilke spektra mo£i. Podatki iz observa-
torija IceCube so najprej korelirani sami s sabo in nato ²e z drugimi potencialno
relevantnimi astroﬁzikalnimi kartami. Astroﬁzikalne karte so izbrane brez teoreti£-
nega predsodka. Vse korelacije so konsistentne z ni£elno hipotezo, v kateri nevtrinski
dogodki niso zgru£eni.
Klju£ne besede: IceCube, nevtrini, kozmi£ni ºarki, statistika, korelacije, spekter
mo£i, Monte Carlo
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Abstract
Between 2008 and 2011, the IceCube Neutrino Observatory detected over 105 ne-
utrino events, for which the arrival directions, energies of secondary muons and
angular positional errors have been determined. First, the IceCube Neutrino Ob-
servatory is brieﬂy presented. The theory of the correlation analysis for spherical
sky maps and the standard pseudo-Cℓ power spectrum estimator are then presen-
ted. The data from the IceCube observatory are then correlated with it self and
with other astrophysical maps of potential relevance. The astrophysical maps were
chosen without theoretical prejudice. The auto and cross-correlations analyzed in
this work do not show any evidence for a non-zero correlation.
Keywords: IceCube, neutrinos, cosmic rays, statistics, correlations, power spec-
trum, Monte Carlo
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Poglavje 1
Uvod
Nevtrini so fermioni in so osnovni delci Standardnega Modela ﬁzike osnovnih delcev
(SM), ki interagirajo samo preko ²ibke in gravitacijske interakcije [1]. So ve£ redov
velikosti laºji od ostalih osnovnih fermionov iz SM in so elektri£no nevtralni [2]. Ob-
stajajo trije razli£ni okusi nevtrinov, ki so poimenovani po njihovih sorodnih nabitih
leptonih. Imenujejo se elektronski nevtrino, mionski nevtrino in tau nevtrino. Vsak
izmed nevtrinov ima tudi pripadajo£i anti-nevtrino [3].
Nevtrini so zelo ²tevil£ni v Vesolju, ampak se jih zelo teºko zazna, ker interagirajo
zelo ²ibko s snovjo skozi katero potujejo. Poznanih je ve£ na£inov kako se nevtrini
lahko proizvedejo. Najve£ji deleº nevtrinov v Vesolju je bil proizveden malo po
prapoku, kjer je deleº prostih nevtronov razpadel preko beta razpada, preden so se
ti nevtroni lahko sintetizirali v teºje elemente, ve£inoma v helij [2, 4]. Drugi viri
nevtrinov so jedrske reakcije v jedru Sonca, jedrske elektrarne, atmosferski pojavi,
rojstva, trki ter smrti zvezd (SNe II in SNR), pulzarji, aktivna galakti£na jedra
(AGN), izbruhi sevanja gama (GRB) in rentgenske dvojnice [2, 5, 6, 7]. Nevtrini so
proizvedeni v zelo ²irokem energetskem obmo£ju, od Eν ∼ meV in vse do Eν ∼ EeV
v astroﬁzikalnih udarnih valovih preko proton-foton interakcije:
p γ −→ ∆+ −→
⎧⎨⎩ p π0 , z verjetnostjo 2/3nπ+ , z verjetnostjo 1/3 , (1.1)
ki pote£e skozi vmesno ∆ resonanco in preko proton-proton interakcije:
p p −→
⎧⎨⎩ p p π0 , z verjetnostjo 2/3p n π+ , z verjetnostjo 1/3 . (1.2)
Enako velja za vpadne nevtrone, £e se jih nadomesti s protoni v zgornjih ena£bah,
z razliko, da pri procesu nastane π−. Nabita piona π+ in π− potem razpadeta in
proizvedeta nevtrine:
π+−→ µ+ νµ −→ e+ νe νµ νµ
π−−→ µ− νµ −→ e− νe νµ νµ. (1.3)
Nevtralni pion π0 razpade na dva fotona, nevtron pa razpade preko beta razpada
n −→ p e− νe, kar proizvede ²e en nevtrino. Nevtrini tudi oscilirajo, kar pomeni,
da lahko med potjo ve£krat spremenijo okus, zaradi £esar lahko do detektorja pride
kateri koli nevtrino, ne glede na to, s katerim okusom je nastal [7].
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Glavni cilj te raziskave je dolo£itev korelacije porazdelitve visokoenergetskih nev-
trinov, ki so najverjetneje povezani z obmo£ji nastanka kozmi£nih ºarkov, in tako
dobiti informacije o izvoru kozmi£nih ºarkov. e vedno ni popolnoma znano, kako se
kozmi£ni ºarki proizvedejo in kako se jih pospe²i do tako visokih energij. Zelo teºko
je dolo£iti izvore kozmi£nih ºarkov, ker so po navadi elektri£no nabiti ter zaradi ma-
gnetnih in drugih interakcij ve£krat spremenijo smer, ²e preden prispejo do Zemlje.
Zelo verjetno je, da se nevtrini proizvedejo v istih okoljih kot kozmi£ni in gama
ºarki. Ker so nevtrini elektri£no nevtralni, potujejo direktno od izvora do Zemlje
brez spremembe smeri. Zaradi tega nosijo smerne informacije o njihovih izvorih, iz
£esar je teoreti£no mogo£e dolo£iti izvore kozmi£nih ºarkov [8].
V £lankih [6, 7] je omenjeno, da je ve£ina kozmi£nih ºarkov, z energijami niºjimi
od E ∼ 1018 eV, lokalnega oz. galakti£nega izvora in da so le kozmi£ni ºarki z
energijami nad E ∼ 1018 eV izven-galakti£nega izvora. Dokler te hipoteze niso
potrjene, je vredno preveriti, £e so izvori zaznanih nevtrinov lahko nelokalni.
Septembra 2017 je observatorij IceCube zaznal visokoenergetski nevtrinski dogo-
dek, ki je sovpadel z gama bli²£em iz iste smeri. Kolaboracija IceCube je potrdila,
da je izvor nevtrina blazar TXS 0506+056. Iz smeri tega blazarja so z gotovostjo
3.5σ potrdili preseºek visokoenergetskih nevtrinov med septembrom 2014 in marcem
2015. To odkritje potrjuje blazarje kot enega izmed izvorov astroﬁzikalnih nevtrinov
[9].
V tem delu je predstavljena korelacijska analiza podatkov, ki jih je zbral observa-
torij IceCube v obdobju treh let, med katerimi je detektor bil v gradnji. Observatorij
IceCube je v tem £asu zaznal ve£ kot 100 000 nevtrinskih dogodkov astroﬁzikalnega
izvora s kotno lo£ljivostjo okrog ene stopinje.
Iskanje korelacij je statisti£na analiza, kjer se izra£una kvadratna cenilka, ime-
novana spekter mo£i. Iz nje je moºno razbrati, ali referen£na karta korelira sama
s sabo, kar se imenuje avtokorelacija, ali z drugimi kartami, kar se imenuje kriºna
korelacija. Avtokorelacija pove, £e so izvori zgru£eni ali pa porazdeljeni naklju£no,
kriºna korelacija pa pove, £e obstaja kak²na vzro£na povezanost med dvema kar-
tama. Kriºna korelacija porazdelitve visokoenergetskih nevtrinov je bila opravljena
s kartami lokalne galakti£ne strukture za preverjanje galakti£nega izvora, s kartami
sledilcev kozmi£ne strukture pa za preverjanje izvengalakti£nega izvora porazdelitve
visokoenergetskih nevtrinov. Karte so izbrane brez teoreti£nega predsodka. Kriºna
korelacija podatkov iz observatorija IceCube je bila opravljena s slede£imi kartami:
karta porde£itve zaradi prahu, Haslam, 2MASS (to£kasti izvori), 2MASS (raz²irjeni
izvori), NVSS, SDSS-CMASS/LOWZ, CMB in Planck Kappa.
Izbrane karte sledijo strukturi Vesolja pri razli£nih rde£ih premikih: karta porde-
£itve Z = 0 [10], Haslam Z = 0 [11], 2MASS do Z ∼ 0.7 [12], NVSS od Z ∼ 0.01
do Z ∼ 4 [13], SDSS-CMASS/LOWZ od Z ∼ 0.3 do Z ∼ 0.7 [14] in CMB pri
Z ∼ 1091 [15]. Planck Kappa je rekonstrukcija gravitacijskega le£enja iz karte CMB
in sledi strukturi Vesolja s ²iroko okensko funkcijo, ki ima maksimum pri Z ∼ 2 [14].
Korelacija s karto CMB je od vseh najbolj spekulativna, saj ni o£itnega teoreti£nega
modela, ki bi napovedal to kriºno korelacijo.
Kratka predstavitev nevtrinskega observatorija IceCube, zbranih podatkov in
na£ina detekcije je opisana v poglavju 2. Teoreti£no ozadje korelacijske analize
in izpeljava spektra mo£i za delne preglede neba sledi v poglavju 3. Korelacijska
analiza podatkov porazdelitve visokoenergetskih nevtrinov z metodo Monte Carlo,




Observatorij IceCube se nahaja zraven postaje Amundsen-Scott na juºnem polu.
Observatorij se razteza do globine pribliºno 2.5 km pod povr²jem [16]. Zasnovan je,
da zazna sevanje erenkova, katerega oddajo sekundarni leptoni, ki se proizvedejo
pri nevtrinskih interakcijah s snovjo, skozi katero potujejo. Tako je detektor spo-
soben zaznati vse okuse nevtrinov. Primer interakcije mionskega nevtrina z delcem
snovi X je prikazan na sliki 2.1.
Slika 2.1: Interakcija nevtrina s snovjo. Prirejeno po [17].
Pojav sevanja erenkova se zgodi, kadar se nabiti delec giblje skozi medij hitreje
kot svetloba v tem mediju v > c = c0/n, kjer je v hitrost nabitega delca, c0 hitrost
svetlobe v vakuumu in n lomni koli£nik medija. Sevanje je vidno pri dolo£enem kotu





kjer je β = v/c0 relativna hitrost delca glede na hitrost svetlobe v vakuumu [18].
Ta pojav proizvede stoºec svetlobe okrog trajektorije nabitega delca, katero zaznajo
detektorji.
Observatorij IceCube je opremljen s 5 160 digitalnimi opti£nimi moduli (Digital
Optical Modules  DOMs), obe²enimi 1.5  2.5 km pod povr²jem na 86 ºicah v glo-
bokem, £istem ledu, ki deluje kot medij pri sevanju erenkova. Celoten detektor ima
prostornino 1 km3. Konﬁguracija ºic je prikazana na sliki 2.2. DOMs so sferi£na, na
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Slika 2.2: Konﬁguracija ºic v ledu za dokon£an detektor. Razli£ne barve predsta-
vljajo razli£ne konﬁguracije, ki so bile aktivne skozi gradnjo detektorja [8].
tlak odporna steklena ohi²ja. Vsak DOM vsebuje fotopomnoºevalno cev s premerom
25 cm [8]. Kot ºe omenjeno, detektor lahko zazna vse okuse nevtrinov, ampak za
iskanje njihovih izvorov je bil izbran samo mionski nevtrino. Zato je tudi na sliki 2.1
prikazan le ta. Razlog zato leºi v dolgi poti sekundarnega miona po interakciji mi-
onskega nevtrina z obdajajo£o snovjo. Iz dolge poti, ki jo zabeleºijo DOMs, se lahko
rekonstruira trajektorija delca in izmeri spodnja meja energije vpadnega nevtrina.
Iz trajektorije se potem dolo£i smer, iz katere je nevtrino pri²el. Za primer, kjer se
proizvede elektron pri vpadnem elektronskem nevtrinu, je rekonstrukcija prakti£no
nemogo£a, ker sekundarni elektron povzro£i kaskado terciarnih delcev, kateri prekri-
jejo prakti£no vso informacijo o trajektoriji elektrona. Podobno je pri tau nevtrinu,
z razliko, da ima tau lepton zelo kratko ºivljenjsko dobo in proizvede ve£ kaskad
terciarnih delcev, katere onemogo£ajo rekonstrukcijo trajektorije [7].
Sipalni kot med mionom in vpadnim nevtrinom je manj²i kot kotna lo£ljivost
detektorja za nevtrine z energijami nad TeV. Observatorij IceCube lahko zazna nev-
trine z energijami v obmo£ju od 0.1TeV do 1EeV [8]. Kotna lo£ljivost detektorja
kot funkcija energije je prikazana na sliki 2.3.
Observatorij IceCube je med gradnjo observatorija beleºil nevtrinske dogodke
s tremi razli£nimi konﬁguracijami. Te razli£ne konﬁguracije so prikazane na sliki
2.2. Najprej je bila aktivna konﬁguracija IC-40 od aprila 2008 do maja 2009, potem
konﬁguracija IC-59 od maja 2009 do maja 2010 in kon£no konﬁguracija IC-79 od
maja 2010 do maja 2011. Posneti nevtrinski dogodki so prikazani na sliki 2.4.
Kotna lo£ljivost detektorja je odvisna od energije vpadnih nevtrinov, kot je raz-
vidno iz slike 2.3. Levi in desni graf predstavljata kotno lo£ljivost dogodkov iz sever-
nega in juºnega neba. Na obeh graﬁh so prikazane kotne lo£ljivosti za tri omenjene
konﬁguracije observatorija. Kotna lo£ljivost je deﬁnirana kot mediana med funkcijo
razmazanosti to£ke ("point spread function") vpadnega nevtrina in rekonstruirane
trajektorije sekundarnega miona. Na severnem nebu ima o£itno najbolj²o lo£ljivost
4
Slika 2.3: Kotna lo£ljivost observatorija IceCube kot funkcija energije vpadnih nev-
trinov za severno nebo (levo) in juºno nebo (desno) (prirejeno po [8]).
Slika 2.4: Vsi nevtrinski dogodki, zabeleºeni v treh letih na treh razli£nih konﬁgu-
racijah, prikazani v Mollweide projekciji.
konﬁguracija IC-79. Pri niºjih energijah, pri prvi merski to£ki, ima konﬁguracija
IC-40 bolj²o kotno lo£ljivost kot konﬁguracija IC-59 zaradi stroºjega ﬁltriranja do-
godkov v tem energijskem obmo£ju. Na juºnem nebu pa ima konﬁguracija IC-59
bolj²o kotno lo£ljivost od konﬁguracije IC-79, podobno kot prej, zaradi stroºjega
ﬁltriranja dogodkov v £asu, ko je bila aktivna konﬁguracija IC-59 [8].
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Poglavje 3
Korelacijska funkcija in spekter mo£i
Kadar se obravnava velika koli£ina pozicijskih podatkov, se lahko za statisti£no
analizo uporabijo korelacijske metode, na podlagi katerih se ugotovi, ali podatki
korelirajo sami s sabo, kar pa pove, ali so podatki zgru£eni ali korelirajo s katerimi
drugimi podatki. Porazdelitev pozicijskih podatkov se opi²e z gostotnim poljem
ρ(x), ki lahko predstavlja masno ali ²tevilsko gostoto v to£ki x. Po navadi se upora-
blja ²tevilska gostota. Nadaljnja obravnava je neodvisna od vrste gostotnega polja.
Za statisti£en opis variacij oz. nehomogenosti gostotnega polja se deﬁnira polje
gostotnih perturbacij kot
δ(x) ≡ ρ(x)− ⟨ρ⟩⟨ρ⟩ , (3.1)
kjer je ⟨ρ⟩ povpre£na gostota. Ker je ρ ≥ 0, je δ ≥ −1 [19].
Vidi se, da iz ⟨ρ(x)⟩ = ⟨ρ⟩ sledi ⟨δ⟩ = 0, kar pomeni, da se ⟨δ⟩ ne more uporabiti
za merjenje nehomogenosti gostotnega polja. Kvadrat polja gostotnih perturbacij
je ne-negativen povsod, zato se ne more povpre£iti v ni£ kot ⟨δ⟩. Povpre£je ⟨δ2⟩





poda informacijo o mo£i nehomogenosti na poljubnem mestu, ne pove pa ni£esar o
oblikah in velikostih nehomogenosti. Za pridobitev ve£ informacij se deﬁnira (v tem
primeru 2-to£kovna) korelacijska funkcija kot
ξ(x1,x2) ≡ ⟨δ(x1)δ(x2)⟩. (3.3)
Korelacijska funkcija (3.3) ima lahko pozitiven predznak, kadar so gostotne pertur-
bacije na mestih x1 in x2 istega predznaka, ali negativen predznak, kadar so gostotne
perturbacije na mestih x1 in x2 razli£nega predznaka. Pove, kako so gostotne per-
turbacije na razli£nih mestih korelirane med sabo [19]. V korelacijski funkciji (3.3)
sta lahko polji gostotnih perturbacij iz istega gostotnega polja, ali pa iz dveh razli£-
nih. V prvem primeru se korelacijska funkcija imenuje avtokorelacijska funkcija, v
drugem primeru pa kriºna korelacijska funkcija.
Statisti£na homogenost trdi, da so statisti£ne lastnosti katerega koli dela gosto-
tnega polja enake kot lastnosti katerega koli drugega dela. Statisti£na izotropija
trdi, da so statisti£ne lastnosti enake v vseh smereh (sferi£na simetrija). Zaradi
statisti£ne homogenosti je ξ(x1,x2) lahko odvisna le od r ≡ x2 − x1, zaradi stati-
sti£ne izotropije pa je ξ(r) lahko odvisna le od razdalje r med x1 in x2. Korelacijska
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funkcija 3.3 se potem lahko zapi²e kot
ξ(r) = ⟨δ(x)δ(x+ r)⟩, (3.4)
ki je velika za majhne r in majhna za velike r. Pri ni£elni oddaljenosti je korelacijska
funkcija
ξ(0) = ⟨δ(x)δ(x)⟩ = ⟨δ2⟩, (3.5)
ki je ravno varianca polja gostotnih perturbacij [19].
3.1 Kartezi£no nebo
Pred analizo na sferi, je pedago²ko zelo priro£no prej predstaviti analizo na ravni
dvodimenzionalni povr²ini. Par Fourierjevih transformirank dvodimenzionalnega
polja gostotnih perturbacij v izbrani konvenciji je
δ(x) =
∫






δ(x) exp (−ik · x). (3.7)




















ξ(r) exp (−ik · r) =
= δD(k− k′)P (k), (3.8)
kjer je δD(k−k′) Diracova delta funkcija in P (k) spekter mo£i, deﬁniran kot Fouri-
erjeva transformacija korelacijske funkcije, kot je razvidno iz zadnjih dveh vrstic. V




d2kP (k) exp (ik · r), (3.9)
ki skupaj s (3.8) tvori par Fourierjevih transformirank [19, 20]. Iz P (k → 0)→ 0 in










ξ(r) = 0, (3.11)
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ki pove, da mora ξ(r) biti negativna to£no toliko, kolikor je pozitivna. Povezava












ξ(r) J0(kr) r dr, (3.13)
kjer so bile uporabljene d2k = k dk dϕ, d2r = r dr dϕ in J0(kr), ki je Besselova
funkcija reda 0 [19].
V primeru avtokorelacije, ko so objekti diskretni v prostoru, se v spektru mo£i
pojavi dodaten £len, ki se imenuje Poissonov ²um. Objekti so Poissonovo poraz-
deljeni, kadar je objektu i neodvisno dodeljena naklju£na pozicija xi z enakomerno
verjetnostno gostoto v volumnu V . Za Poissonovo porazdeljene objekte je avtokore-
lacijska funkcija ξ(r) = δD(r)/⟨ρ⟩. Tak²na porazdelitev je nekorelirana, kar pomeni,
da je ξ(r) = 0 za r ̸= 0 [19]. V primeru kriºne korelacije se v spektru mo£i ne po-
javi Poissonov ²um, saj sta ²uma iz razli£nih gostotnih polj v splo²nem nekorelirana
⟨N1N2⟩ = 0 [21].
Za izra£un Poissonovega ²uma za spekter mo£i je potrebno na druga£en na£in
zapisati deﬁnicijo avtokorelacijske funkcije. Avtokorelacijska funkcija se lahko deﬁ-
nira tudi kot preseºek verjetnosti, da se najde objekt pri x2 v volumnu dV2, ko je
objekt pri x1 v volumnu dV1 bil ºe najden. S pomo£jo ρ(x) = ⟨ρ⟩(1 + δ(x)) se na
preprost na£in pokaºe, da velja
PdV1dV2 = ⟨ρ(x1)ρ(x2)⟩dV1dV2 = ⟨ρ⟩2[1 + ξm(x1,x2)]dV1dV2, (3.14)
kjer je ξm(x1,x2) merjena avtokorelacijska funkcija, ki se popolnoma sklada z deﬁ-
nicijo (3.3) [19].





in se uporabi na enak na£in kot zvezna gostota v ena£bi (3.14). Z upo²tevanjem








δD(x1 − xi)δD(x2 − xi)⟩+ ⟨
∑
i ̸=j
δD(x1 − xi)δD(x2 − xj)⟩]dV1dV2 =
= [⟨ρ⟩δD(x1 − x2) + ⟨ρ⟩2(1 + ξ(x1,x2))]dV1dV2. (3.16)
Ena£enje ena£b (3.14) in (3.16) vrne
ξm(x1,x2) = ξ(x1,x2) +
δD(x1 − x2)
⟨ρ⟩ −→ ξm(r) = ξ(r) +
δD(r)
⟨ρ⟩ , (3.17)
kar je posledica statisti£ne homogenosti in statisti£ne izotropije. Fourierjeva trans-
formacija avtokorelacijske funkcije (3.17) vrne spekter mo£i
Pm(k) = P (k) +
1
⟨ρ⟩ , (3.18)
kjer je Pm(k) merjen spekter mo£i, P (k) pravi spekter mo£i in 1/⟨ρ⟩ Poissonov ²um
[22].
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3.2 Sferi£no nebo
Analiza na sferi£nem nebu je podobna kot v kartezi£nem primeru, le da je bolj mate-
mati£no zahtevna. To£ko na enotski sferi opi²e enotski vektor nˆ = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ).
Analogen Fourierjevi transformaciji polja gostotnih perturbacij (3.6) v kartezi£nem
prostoru je razvoj po sfernih harmonikih na sferi






kjer so aℓm koeﬁcienti razvoja, analogni (3.7) in Yℓm(θ, ϕ) sferni harmoniki. Sferni
harmoniki so opisani v dodatku A. Transformacija v ℓm prostor je potem
aℓm =
∫
dΩ δ(nˆ)Y ∗ℓm(nˆ), (3.20)
kjer je dΩ = sin θ dθ dϕ. Ker je δ(nˆ) realno, sledi da je aℓ,−m = (−1)ma∗ℓm [19].
Analogno korelacijski funkciji (3.3) v kartezi£nem primeru je kotna korelacijska
funkcija
w(ϑ) = w(nˆ1, nˆ2) = ⟨δ(nˆ1)δ(nˆ2)⟩, (3.21)
kjer je kotna korelacijska funkcija, zaradi statisti£ne homogenosti in statisti£ne iz-
otropije, odvisna le od kota ϑ med nˆ1 in nˆ2, ki se imenuje kotna razdalja. Polji
gostotnih perturbacij v (3.21) lahko pripadata eni gostotni porazdelitvi za izra£un
avtokorelacije ali pa dvema razli£nima gostotnima porazdelitvama za izra£un kriºne
korelacije. Podobno kot spekter mo£i (3.8) v kartezi£nem primeru se izra£una kotni
spekter mo£i Cℓ v sferi£nem primeru kot
⟨a∗ℓmaℓ′m′⟩ = δℓℓ′δmm′ 2π
∫ 1
−1
d(cosϑ)w(ϑ)Pℓ(cosϑ) = δℓℓ′δmm′Cℓ, (3.22)
kjer so Pℓ(cosϑ) Legendre-ovi polinomi. Izpeljava kotnega spektra mo£i (3.22) se
nahaja v dodatku A.3. Inverzna transformacija od (3.22) je



























kjer so bili uporabljeni (3.19), (3.22) in adicijski izrek (A.16). Kotni spekter mo£i







e se vstavi (3.20) v (3.24), iz kratkega ra£una sledi to£no (3.22), kar pomeni, da
je deﬁnicija (3.24) natan£no kotni spekter mo£i [19]. Pri izra£unu kotnega spektra
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mo£i za avtokorelacijo se pri diskretni porazdelitvi objektov na sferi, podobno kot
pri kartezi£nem primeru, pojavi dodaten £len v kotnem spektru mo£i
Cmℓ = Cℓ +
1
⟨ρ⟩ , (3.25)
kjer je Cmℓ merjen kotni spekter mo£i, Cℓ pravi kotni spekter mo£i in 1/⟨ρ⟩ Poissonov
²um. V sferi£nem primeru je ⟨ρ⟩ = N/4π, kjer je N ²tevilo objektov na sferi. Za
primer kriºne korelacije dodatni £len odpade iz istega razloga kot v kartezi£nem









kjer so aℓm koeﬁcienti razvoja prve karte in bℓm koeﬁcienti razvoja druge karte [21].
3.3 Nepristranska cenilka spektra mo£i
V idealnem primeru, kadar je v analizi zastopano celotno nebo in detektor, ob£u-
tljiv na vsak del neba enako, je kar ena£ba (3.24) nepristranska cenilka avto spektra
mo£i. e velja enako za drugo karto, je (3.26) nepristranska cenilka kriºnega spek-
tra mo£i. V praksi skoraj nikoli ni takih primerov, tako da ena£bi (3.24) in (3.26)
predstavljata pristranski cenilki spektrov mo£i. Nekateri pregledi neba oz. detek-
torji nimajo celotnega pokritja neba, nekateri imajo razli£no ob£utljivost odvisno
od smeri opazovanja in nekateri oboje.
Torej je potrebno iz pristranske dobiti nepristransko cenilko. Gostotno polje je




u(nˆ)S(nˆ)(1 + δ(nˆ)), (3.27)
kjer je u(nˆ) obteºitvena funkcija, S(nˆ) maska z vrednostmi 0 ali 1, ki pove, katere






je deleº neba, ki ga pregled neba oz. detektor pokriva [23]. Okenska funkcija je
deﬁnirana kot
W (nˆ) = u(nˆ)S(nˆ). (3.29)
u(nˆ) = 1, £e pregled neba oz. detektor nima prostorske ob£utljivosti.
Polje gostotnih perturbacij, ki ga pregled neba oz. detektor posname, se zapi²e
kot
δ˜(nˆ) = δ(nˆ)W (nˆ), (3.30)
kjer je δ(nˆ) pravo polje gostotnih perturbacij, katerega spekter mo£i je zaºelen.
Pristranski koeﬁcienti razvoja po sfernih harmonikih se zapi²ejo po zgledu (3.20)
11




dΩ δ˜(nˆ)Y ∗ℓm(nˆ) =
=
∫












aℓ′m′Kℓmℓ′m′ [W ], (3.31)
kjer je bila v tretji vrstici uporabljena ena£ba (3.19) in K je sklopitveno jedro na£i-
nov, ki je posledica delnega pokritja neba in obteºevanja. Okenska funkcija se lahko







zaradi £esar se sklopitveno jedro lahko zapi²e kot































⎛⎝ ℓ1 ℓ2 ℓ3
m1 m2 m3
⎞⎠ Wignerjevi 3-j simboli. Wignerjevi 3-j simboli so bolj po-



































|Kℓ1m1ℓ2m2 [W ]|2, (3.35)
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kjer je v drugi vrstici bila uporabljena ena£ba (3.31) in v tretji vrstici ena£ba (3.22).





















⎛⎝ ℓ1 ℓ2 ℓ3
m1 −m2 m3
⎞⎠⎛⎝ ℓ1 ℓ2 ℓ4
m1 −m2 m4
⎞⎠,(3.36)
ki se zelo poenostavi z uporabo ortogonalnostne zveze (A.40) in kotnega spektra















sklopitvena matrika, ki se lahko analiti£no izra£una s pomo£jo (A.41). Ena£ba (3.37)
predstavlja povpre£je kotnega spektra mo£i, izmerjenega s poljubno obteºitveno
funkcijo[24].
Pri diskretni porazdelitvi objektov na sferi se za primer avtokorelacije pojavi,

















Za primer kriºne korelacije ni £lena s Poissonovim ²umom, ker ²uma s kart A in B
ne korelirata ⟨nA∗ℓmnBℓ′m′⟩ = 0 in v sklopitveni matriki (3.38) Wℓ predstavlja kriºni
spekter mo£i okenskih funkcij od dveh razli£nih kart [21].
















za primer kriºne korelacije, kjer je M−1ℓ2ℓ1 inverz sklopitvene matrike (3.38).
Pri izra£unu nepristranske cenilke iz pristranske cenilke je druga£na tudi kovari-
an£na matrika, ki je za pristransko cenilko deﬁnirana kot
C˜ℓℓ′ = ⟨(C˜ℓ − ⟨C˜ℓ⟩)(C˜ℓ′ − ⟨C˜ℓ′⟩)⟩ = ⟨C˜ℓC˜ℓ′⟩ − ⟨C˜ℓ⟩⟨C˜ℓ′⟩ =
=
2
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kjer je bila uporabljena ena£ba (3.35), sklopitvena matrika (3.38) in Wickov izrek
[25]
⟨a∗ℓ1m1aℓ2m2a∗ℓ3m3aℓ4m4⟩ = Cℓ1Cℓ3(δℓ1ℓ2δm1m2δℓ3ℓ4δm3m4 + δℓ1ℓ4δm1m4δℓ2ℓ3δm2m3) +
+ (−1)m1+m2Cℓ1Cℓ2δℓ1ℓ3δm1−m3δℓ2ℓ4δm2−m4 . (3.43)








V primeru avtokorelacije je jasno, kako izra£unati (3.44). Izra£un v primeru kriºne
korelacije pa je malo bolj zahteven. Sklopitvena matrika Mℓℓ′ se izra£una za kriºno
korelacijo dveh kart in v kovarian£ni matriki C˜ℓℓ′ so vsi Cℓ kriºni spektri mo£i [21].
Za pridobitev informacij iz spektra mo£i je potrebno spekter mo£i popredal£kati.
To pomeni, da se izbere interval na osi ℓ, na katerem se vrednosti Cℓ povpre£ijo.
Tako povpre£enje se naredi na vseh predal£kih z enako dolºino, ki pokrivajo celotno








kjer indeks b ozna£uje predal£ek, ℓbmin in ℓ
b
max sta mejni vrednosti predal£ka b. Vre-
dnost ℓbmax − ℓbmin = NC je ²tevilo vrednosti Cℓ v enem predal£ku in je enako za vse
b, kar pomeni, da je velikost predal£ka enaka za vse predal£ke. Nepristranski cenilki
(3.40) in (3.41) ter kovarian£na matrika (3.44) veljajo tudi po predal£kanju, kjer se
indeksi spremenijo iz ℓ v b in vsota gre po predal£kih. Koren variance na predal£ku










Izra£un za (3.46) je podoben kot za (3.42), ampak je veliko laºji, ker je ℓ = ℓ′ in v
izra£unu ni sklopitvenih jeder (3.33). Ena£ba za napako (3.46) velja samo v primeru,
£e je cenilka (3.24) nepristranska. Za primer, ko je cenilka (3.24) pristranska, je
potrebno napake izra£unati iz kovarian£ne matrike (3.44). Napake za predal£ke so












kjer je Nℓ ²tevilo vrednosti ℓ v spektru mo£i in je enako ℓmax+1, kjer je ℓmax izbrana
maksimalna vrednost multipola ℓ v spektru.
Za podatke iz observatorija IceCube se pri analizi zanemarijo na£ini m = 0 in
nepristranska cenilka se zaradi tega izra£una z metodo Monte Carlo. Podroben opis




Podatki iz prvih treh let delovanja observatorija IceCube, omenjeni v poglavju 2 in
prikazani na sliki 2.4, so javno dosegljivi s £lankom [8] na spletni strani kolaboracije1.
V tem vzorcu podatkov je zabeleºenih ve£ kot 105 nevtrinskih dogodkov. Gostotno
polje se potem ustvari tako, da se nebo razdeli na kon£no ²tevilo pikslov, v katerih
se pre²teje, koliko dogodkov izhaja iz prostorskega kota, ki ga pokriva piksel. Dis-
kretizacija sfere je lahko zelo teºavna (piksli pri polih, nepokrita obmo£ja ...), zato
se je v tej analizi uporabil programski paket HEALPix (Hierarchical Equal Area
isoLatitude Pixelization), kjer je diskretizacijska shema optimizirana. HEALPix
razdeli sfero na 12 ²tirikotnikov z enako povr²ino, vsak z lo£ljivostjo N2side, kjer je





Parameter Nside lahko zavzame le vrednosti 2n, kjer je n ∈ N [26]. Diskretizacijska
shema je prikazana na sliki 4.1.
Slika 4.1: Diskretizacijska shema HEALPix za parametre Nside = 1, 2, 4, 8 [26]
1Podatke je mogo£e prenesti s strani https://icecube.wisc.edu/science/data/IC59-point-source
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Zaradi edinstvenega poloºaja observatorija na juºnem polu in zaradi izbirnih
ﬁltrov dogodkov, omenjenih v [8], imajo podatki dolo£eno strukturo. Iz slike 2.4 je
razvidno, da je to struktura po deklinaciji, ker rotacija Zemlje simetrizira kakr²no
koli odvisnost observatorija po rektascenziji. Struktura je prikazana na sliki 4.2 in
predstavlja ob£utljivost observatorija kot funkcijo deklinacije.
Slika 4.2: Struktura podatkov po deklinaciji.
Kontaminacijo zaradi simetrizacije se odstrani tako, da se v izra£unih spektra mo£i
zanemari na£ine z m = 0 (aℓ0), ki so simetri£ni po rektascenziji. Energijski spekter
sekundarnih mionov je prikazan na sliki 4.3.
Slika 4.3: Energijski spekter sekundarnih mionov.
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Energijski spekter sekundarnih mionov 4.3 predstavlja spodnjo mejo energij vpadnih
nevtrinov in kaºe, da imajo zaznani nevtrini spodnje meje energije med ∼ 1012eV
in ∼ 1016eV, kar jih po [6, 7] uvrsti med nevtrine lokalnega izvora.
Za test pojavitve Poissonovega ²uma in za prikaz efekta kotne napake na spekter
mo£i je izdelano naklju£no polje objektov, ki je prikazano na sliki 4.4. Spekter
Slika 4.4: Naklju£no polje z Gaussovsko porazdeljenimi vrednostmi okrog 0 s σ = 1
in Nside = 128.
mo£i mora biti ni£eln za naklju£no polje. Po ena£bi (3.25) se torej pri£akuje samo
Poissonov ²um za merjen spekter mo£i. Z ena£bama (3.20) in (3.24) se potem
izmeri avto spekter mo£i za polje 4.4, ki ga prikazuje modra barva na sliki 4.6, kjer
je razvidno, da se ujema s teoreti£nim Poissonovim ²umom, katerega prikazuje rde£a
barva.
Kotna napaka nevtrinskih dogodkov vpliva na natan£nost spektra mo£i glede na
nara²£ajo£ multipol ℓ. Za prikaz efekta kotne napake na spekter mo£i se napaka
doda kot konvolucija polja z Gaussovo krivuljo
δm(nˆ) = δ(nˆ) ∗ Φ(nˆ), (4.2)
ki pa je kot tak²na zelo zahtevna za izra£unati. Po transformaciji v aℓm je konvolucija
potem kar produkt aℓme−
σ2ℓ2
2 , zaradi £esar je merjen spekter mo£i
Cmℓ = Cℓe
−σ2ℓ2 . (4.3)





Za kotno napako σ, od nevtrinskih dogodkov iz observatorija IceCube, se vzame
mediana kotnih napak vseh nevtrinskih dogodkov, ki zna²a σ ≃ 1.08o. Polje, ki
17
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Slika 4.5: Naklju£no polje z efektom kotne napake pri Nside = 128.
vklju£uje efekt kotne napake, je prikazano na sliki 4.5. Po (4.4) se izra£una spekter
mo£i takega polja. Pravi spekter mo£i je prikazan na sliki 4.6 z zeleno barvo. Iz
tega spektra mo£i se vidi prvi efekt kotne napake. Po popravku za kotno napako so
meritve spektra mo£i prakti£no neuporabne na kotnih velikostih, manj²ih od kotne
velikosti kotne napake (nad ℓ ∼ 110). e je kotna napaka manj²a, se ta efekt pojavi
pri kasnej²ih ℓ in £e je kotna napaka ve£ja, se ta efekt pojavi pri manj²ih ℓ.
Slika 4.6: Merjen spekter mo£i za naklju£no polje (modra), spekter mo£i za polje s
kotno napako (zelena) in teoreti£no predviden Poissonov ²um (rde£a).
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4.1. Cenilka claw
Za drugi efekt kotne napake se spektra mo£i iz slike 4.6 popredal£kata po shemi
ena£b (3.45) in (3.46) z od²tetim Poissonovim ²umom, iz £esar sledita popredal£kana
spektra mo£i, prikazana na sliki 4.7. Iz slike 4.7 je razvidno, da pri spektru mo£i s
Slika 4.7: Popredal£kana spektra mo£i za originalno naklju£no polje (modra) in za
naklju£no polje z efektom kotne napake (rde£a).
kotno napako napake predal£kov zelo narastejo, ker se pomnoºijo z eσ
2ℓ2 . V litera-
turi se uporablja izraz, da napake eksplodirajo, kadar narastejo kot posledica kotne
napake [22, 23]. Za spekter mo£i brez kotne napake se napake predal£kov manj²ajo
z nara²£ajo£im ℓ.
Za numeri£no analizo podatkov je bil uporabljen programski jezik python. V pro-
gramskem jeziku python je diskretizacijska shema HEALPix, s ²tevilnimi funkcijami
za analizo, vsebovana v paketu z imenom healpy.
4.1 Cenilka claw
Realne karte zajemajo le del neba ali pa so obteºene zaradi prostorske ob£utljivosti
detektorja, zato je potrebno analizo opraviti z metodo izra£una nepristranske cenilke,
opisane v poglavju 3.3. Ker pa so podatki iz observatorija IceCube edinstveni zaradi
poloºaja observatorija (zaradi £esar je potrebno izklju£iti m = 0 na£ine iz analize),
je precej teºje dobiti analiti£ne izraze za nepristransko cenilko spektra mo£i (3.40)
in kovarian£no matriko (3.44). Dr. Anºe Slosar in jaz sva zato napisala knjiºnico
v programskem jeziku python, imenovano claw ("awfully simple Cℓ estimator"),
ki izra£una nepristransko cenilko spektra mo£i z metodo Monte Carlo. Z metodo
Monte Carlo se izra£unajo Poissonov ²um, sklopitvena matrika iz (3.40), sklopitvena
matrika iz (3.41) ter kovarian£na matrika (3.44) za primera avto- in kriºne korelacije.
Knjiºnica claw je narejena tako, da izra£una ºe popredal£kan spekter mo£i, kjer
se mora shema predal£kanja izbrati vnaprej. Omogo£ena je tudi izbira izklju£itve
m = 0 na£inov.
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4.1.1 Poissonov ²um








Ker je za naklju£no polje pravi spekter mo£i ni£eln, se tak spekter mo£i (Cℓ = 0)
vzame za Monte Carlo izra£un Poissonovega ²uma, ki se izvede po slede£ih korakih:
• Iz ni£elnega spektra mo£i se generira karta, ki ustreza temu spektru mo£i. V
paketu healpy obstaja temu namenjena funkcija synfast.
• Tej karti se na vsakem pikslu pri nˆ pri²teje ²um kot gaussovsko porazdeljena
naklju£na vrednost okrog 0 s σ(nˆ) enako ena£bi (4.5). Karto se tudi pomnoºi
z okensko funkcijo.
• Karti z dodanim ²umom se z ena£bama (3.24) in (3.45) izra£una popredal£kan
spekter mo£i.
• Generiranje karte iz ni£elnega spektra mo£i, dodajanje ²uma in izra£un popre-
dal£kanega spektra mo£i se ponovi Ng krat. V tej analizi je bilo uporabljeno
²tevilo generiranj Ng = 1000.
• Iz vseh dobljenih popredal£kanih spektrov mo£i se potem izra£una povpre£en
popredal£kan spekter mo£i, kar predstavlja na Monte Carlo izra£unan Poisso-
nov ²um, ki se potem od²teje v ena£bi (3.40).
4.1.2 Sklopitvena matrika
Monte Carlo izra£un sklopitvene matrike poteka podobno z generiranjem kart iz
znanih spektrov mo£i s pomo£jo funkcije synfast:
• Za prvo vrstico sklopitvene matrike se vzame spekter mo£i, kjer ima prvi
predal£ek vrednost 1, ostali pa 0.
• Iz tega spektra mo£i se s synfast generira karta, ki ustreza temu spektru mo£i.
 Za primer avtokorelacije se dobljena karta pomnoºi z okensko funkcijo
karte, za katero se dela analiza, in potem se izra£una njen popredal£kan
avto spekter mo£i, brez dodajanja ²uma.
 Za primer kriºne korelacije se iz dobljene karte naredita dve, tako da se
dobljeno karto posebej pomnoºi z okenskima funkcijama kart, za kateri
se dela kriºna analiza. Iz dobljenih kart se potem izra£una popredal£kan
kriºni spekter mo£i brez dodajanja ²uma.
• To se ponovi Ng = 10 000-krat. Iz Ng spektrov mo£i se potem izra£una pov-
pre£je, kar potem predstavlja prvo vrstico sklopitvene matrike.
• Za ostale vrstice se ta postopek ponovi, z razliko, da se za i-to vrstico sklopi-
tvene matrike karte generirajo iz spektrov mo£i, kjer ima i-ti predal£ek vre-
dnost 1, vsi ostali pa 0.
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To je potem na Monte Carlo izra£unana sklopitvena matrika, katere inverz se v
ena£bi (3.40) oz. (3.41) pomnoºi s pristransko cenilko spektra mo£i (3.24) oz. (3.26),
ki je ºe popredal£kana.
4.1.3 Kovarian£na matrika
Za idealni izra£un kovarian£ne matrike v primeru avtokorelacije z metodo Monte
Carlo bi bilo potrebno imeti teoreti£en spekter, ki pa po navadi ni znan. Zato se
uporabi popredal£kan spekter mo£i, izra£unan po metodi iz prej²njih dveh poglavij.
Izra£un kovarian£ne matrike z metodo Monte Carlo se izvede po slede£ih korakih:
• Avtokorelacija
 Iz izra£unanega spektra mo£i se s synfast generira karta. Karti se doda
²um na enak na£in kot je opisan pri izra£unu Poissonovega ²uma. Karta
se nato pomnoºi z okensko funkcijo in potem se izra£una popredal£kan
avto spekter mo£i.
• Kriºna korelacija
 Generira se naklju£na karta IceCube podatkov po rektascenziji, kjer ostane
struktura po deklinaciji nespremenjena. Karta, s katero se dela kriºna
korelacija, ostane nespremenjena. Polji gostotnih perturbacij kart se po-
mnoºita z njunima okenskima funkcijama. Iz teh dveh polj se potem
izra£una kriºni spekter mo£i.
• Ti koraki se ponovijo Ng krat, da se pridobi Ng spektrov mo£i, kateri se zloºijo
v matriko po vrsticah. Do sem je postopek podoben pridobivanju Poissonovega
²uma.
• Iz dobljene matrike se izra£una kovarianca stolpcev, ki vrne kovarian£no ma-
triko (3.42) za pristransko cenilko spektra mo£i.
• Kovarian£na matrika za nepristransko cenilko spektra mo£i se izra£una z ena£bo
(3.44), kjer se uporabi sklopitvena matrika, izra£unana z metodo Monte Carlo.
4.2 Avtokorelacija
Prvi del analize podatkov iz observatorija IceCube, prikazanih na karti 2.4, je avto-
korelacija. Okenska funkcija nevtrinskih dogodkov, uporabljena v numeri£ni analizi,
je prikazana na sliki 4.8. Ker ni znano, kak²en je teoreti£en spekter mo£i podat-
kov, se naredi negativna predpostavka, da ni gu£enja oz. da je spekter mo£i ni£eln







(Cb − Cpb )C−1bb′ (Cb′ − Cpb′), (4.6)
kjer je Cpb predviden spekter mo£i. Ker ni£ti model ne predvideva korelacije, je
Cpb = 0. χ
2 sledi porazdelitvi z ν = dof = Nb prostostnimi stopnjami. Ali so
spektri mo£i naklju£nih polj, z njihovimi napakami χ2 porazdeljeni, se preveri tako,
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da se generira veliko naklju£nih polj, se jim doda naklju£ni ²um, se izra£una njihov
spekter mo£i in njihova vrednost χ2 za predviden spekter mo£i. Vrednosti χ2 se
potem prikaºejo v histogramu.
Za izbrane sheme predal£kanja Nb = 8, 16 in 32 in za 104 naklju£nih polj so na

















kjer je x > 0 in Γ(ν
2
) gama funkcija pri vrednosti ν
2
[27]. Iz izra£unanih porazdelitev
χ2 se vidi, da so naklju£na polja res χ2 porazdeljena, saj se teoreti£ne krivulje prile-
gajo izra£unanim porazdelitvam za vsako shemo predal£kanja. e padejo vrednosti
χ2 od podatkov iz observatorija IceCube blizu vrha porazdelitve, je predpostavka,
da je spekter mo£i ni£eln, pravilna. e pa je vrednost χ2 velika, to pomeni, da
spekter mo£i ni ni£eln in je bil zaznan signal gru£enja podatkov.
Podatki iz observatorija IceCube so bili analizirani s cenilko claw. Za ve£jo
gotovost rezultata je bila analiza narejena na enakih shemah predal£kanja kot po-
razdelitve χ2 z Nb = 8, 16 in 32 pri Nside = 64, kjer je Nℓ = 3Nside = 192. Spektri
mo£i nevtrinskih dogodkov so prikazani na slikah 4.12, 4.13 in 4.14. Iz spektrov mo£i
je razvidno, da so meritve razpr²ene okrog ni£le, kar nakazuje, da je najverjetneje
pravi spekter mo£i nevtrinskih dogodkov ni£eln. Zato se izra£unajo vrednosti χ2 po
ena£bi (4.6), da se vidi ali je to res. Vrednosti χ2 so prikazane v tabeli 4.1.
Slika 4.8: Okenska funkcija nevtrinskih dogodkov IceCube.
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Slika 4.9: Iz 104 naklju£nih spektrov izra£unana (modra) in teoreti£na (oranºna)
porazdelitev χ2 za dof = 8. Rde£a £rtica je vrednost χ2 nevtrinskih dogodkov.
Slika 4.10: Iz 104 naklju£nih spektrov izra£unana (modra) in teoreti£na (oranºna)
porazdelitev χ2 za dof = 16. Rde£a £rtica je vrednost χ2 nevtrinskih dogodkov.
Slika 4.11: Iz 104 naklju£nih spektrov izra£unana (modra) in teoreti£na (oranºna)
porazdelitev χ2 za dof = 32. Rde£a £rtica je vrednost χ2 nevtrinskih dogodkov.
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Slika 4.12: Popredal£kan spekter mo£i nevtrinskih dogodkov pri Nside = 64 in Nb =
8. rna £rtkana £rta predstavlja ni£to predpostavko.
Slika 4.13: Popredal£kan spekter mo£i nevtrinskih dogodkov pri Nside = 64 in Nb =
16. rna £rtkana £rta predstavlja ni£to predpostavko.
Slika 4.14: Popredal£kan spekter mo£i nevtrinskih dogodkov pri Nside = 64 in Nb =
32. rna £rtkana £rta predstavlja ni£to predpostavko.
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Nb 8 16 32
χ2 8.17 22.89 33.35
Tabela 4.1: Vrednosti χ2 za spektre mo£i nevtrinskih dogodkov pri razli£nih shemah
predal£kanja
Vrednosti χ2 iz tabele 4.1 se primerjajo z izra£unanimi poradelitvami χ2 iz slik
4.9, 4.10 in 4.11, glede na pripadajo£e Nb, kjer so ozna£ene z rde£o £rtico. Vse
vrednosti χ2 padejo blizu vrha porazdelitev χ2, kar pomeni, da ni bilo zaznano
gru£enje nevtrinskih dogodkov. Nevtrinski izvori so torej naklju£no porazdeljeni po
nebu, kakor se tudi pri£akuje za izvore kozmi£nih ºarkov [6, 7].
4.3 Kriºna korelacija
Za koreliranje nevtrinskih dogodkov so bile izbrane prosto dosegljive karte: karta
porde£itve zaradi prahu, Haslam, 2MASS (to£kasti izvori), 2MASS (raz²irjeni iz-
vori), NVSS, SDSS-CMASS/LOWZ, CMB in Planck Kappa. Karte so v nadaljeva-
nju na kratko opisane. Pri vsaki karti je prikazana ali pa navedena maska, ki je bila
uporabljena za izra£un spektrov mo£i. Vse maske so zglajene na 1o.
Ker je karta nevtrinskih dogodkov iz observatorija IceCube v ekvatorialnem ko-
ordinatnem sistemu, morajo biti tudi vse ostale karte v ekvatorialnem koordinatnem
sistemu, kadar se ra£una korelacije. Nekatere od na²tetih kart so bile podane v ga-
lakti£nem koordinatnem sistemu, zato jih je bilo potrebno obrniti v ekvatorialni
sistem. Za rotacijo je bila uporabljena ena£ba (A.19), ki rotira koeﬁciente razvoja
aℓm. V paketu healpy je za rotacijo koeﬁcientov razvoja aℓm deﬁnirana funkcija
rotate_alm.
Pri kriºnih spektrih mo£i obmo£je Nℓ ni enako 3Nside kot pri avto spektrih.
Izbrano je Nℓ = 256 pri Nside = 128, ker pri vi²jih ℓ ni informacij in prikaz spektrov
mo£i bi bil nepregleden. Temu primerno je tudi prilagojena shema predal£kanja.
4.3.1 Lokalne karte
Lokalna karta predstavlja pregled lokalnih izvorov ali absorberjev iz na²e Galaksije
(zvezde, prah ...), bliºnjih objektov (Magellanova oblaka ...) in bliºnje galaksije.
Karte lokalnih izvorov so karta porde£itve zaradi prahu, Haslam in 2MASS (to£kasti
izvori). Ker prihaja iz galakti£ne ravnine veliko signala, ki lahko kontaminira signal
korelacije, je na vseh lokalnih kartah izklju£ena galakti£na ravnina, da se s cenilko
claw oceni pribliºno homogeno nebo iz informacij, ki leºijo izven galakti£ne ravnine.
Karta porde£itve zaradi prahu
Karta porde£itve zaradi prahu je rekonstruirana iz opazovanj obmo£ij HI, ki so
korelirana z obmo£ji prahu, zato karta pokriva le 40% neba, ker na ostalem delu
neba obmo£ja HI ne korelirajo s stolpi£no gostoto prahu [10]. Karta porde£itve
zaradi prahu2 je prikazana na sliki 4.15 in maska na sliki 4.16.
2Podatke je mogo£e prenesti s strani
https://dataverse.harvard.edu/dataset.xhtml?persistentId=doi:10.7910/DVN/AFJNWJ
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Slika 4.15: Karta porde£itve zaradi prahu pri Nside = 128.
Slika 4.16: Maska porde£itvene karte.
Kriºni spekter mo£i med nevtrinskimi dogodki IceCube in karto porde£itve zaradi
prahu je prikazan na sliki 4.17.
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Slika 4.17: Popredal£kan kriºni spekter mo£i nevtrinskih dogodkov in karte porde-
£itve zaradi prahu pri Nside = 128 in Nb = 32. rna £rtkana £rta predstavlja ni£to
predpostavko.
Slika 4.18: Iz 104 naklju£nih spektrov izra£unana (modra) in teoreti£na (oranºna)
porazdelitev χ2 za dof = 32. Rde£a £rtica predstavlja χ2 vrednost kriºnega spektra
IceCube  Porde£itvena karta.
Kriºni spekter mo£i nevtrinskih dogodkov IceCube in karte porde£itve zaradi
prahu 4.17 ne nakazuje signala za korelacijo, kar tudi potrjuje vrednost χ2, prikazana
z rde£o na sliki 4.18.
Haslam
Haslam je karta, ki prikazuje svetlost radijskega kontinuuma pri frekvenci 408MHz
in ne vklju£uje izvengalakti£nih objektov. Svetlost je izraºena s temperaturo izvora.
Karta Haslam je sledilec izvorov sinhrotronskega sevanja in je tudi bila uporabljena
pri odstranjevanju emisije ospredja pri rekonstrukciji karte CMB [11]. Karta Ha-
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slam3 je prikazana na sliki 4.19 in maska na sliki 4.20.
Slika 4.19: Karta Haslam pri Nside = 128.
Slika 4.20: Maska ve£jih lokalnih objektov za karte Haslam, 2MASS (to£kasti izvori)
in Planck Kappa.
3Podatke je mogo£e prenesti s strani http://www.jb.man.ac.uk/research/cosmos/haslam_map/
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Kriºni spekter mo£i med nevtrinskimi dogodki IceCube in karto Haslam je pri-
kazan na sliki 4.21.
Slika 4.21: Popredal£kan kriºni spekter mo£i nevtrinskih dogodkov in karte Haslam
pri Nside = 128 in Nb = 32. rna £rtkana £rta predstavlja ni£to predpostavko.
Slika 4.22: Iz 104 naklju£nih spektrov izra£unana (modra) in teoreti£na (oranºna)
porazdelitev χ2 za dof = 32. Rde£a £rtica predstavlja χ2 vrednost kriºnega spektra
IceCube  Haslam.
Kriºni spekter mo£i nevtrinskih dogodkov IceCube in karte Haslam 4.21 ne na-
kazuje signala za korelacijo, kar tudi potrjuje vrednost χ2, prikazana z rde£o na sliki
4.22.
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2MASS (to£kasti izvori)
Pregled neba 2MASS ("2 Micron All Sky Survey") je enakomerno pregledal celotno
nebo v treh NIR (Near InfraRed) pasovih (1.25µm, 1.65µm in 2.17µm), da je
zaznal in karakteriziral to£kaste ter raz²irjene izvore. Katalog to£kastih izvorov
vsebuje preko 5 × 108 zvezd in galaksij [12]. Karta to£kastih izvorov 2MASS4 je
prikazana na sliki 4.23 in maska na sliki 4.25. Maska je konstruirana iz maske 4.20,
tako da je po galakti£ni ravnini dodatno odvzet pas ²irine 60o, prikazan na sliki 4.24.
Slika 4.23: Karta to£kastih izvorov 2MASS pri Nside = 128.
Kriºni spekter mo£i med nevtrinskimi dogodki IceCube in karto 2MASS (to£kasti
izvori) je prikazan na sliki 4.26.
Kriºni spekter mo£i nevtrinskih dogodkov IceCube in karte 2MASS (to£kasti
izvori) 4.26 ne nakazuje signala za korelacijo, kar tudi potrjuje vrednost χ2, prikazana
z rde£o na sliki 4.27.
4Podatke je mogo£e prenesti s strani http://irsa.ipac.caltech.edu/2MASS/download/allsky/
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Slika 4.24: Raz²irjena maska galakti£ne ravnine.
Slika 4.25: Raz²irjena maska ve£jih lokalnih objektov.
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Slika 4.26: Popredal£kan kriºni spekter mo£i nevtrinskih dogodkov in karte 2MASS
(to£kasti izvori) pri Nside = 128 in Nb = 32. rna £rtkana £rta predstavlja ni£to
predpostavko.
Slika 4.27: Iz 104 naklju£nih spektrov izra£unana (modra) in teoreti£na (oranºna)
porazdelitev χ2 za dof = 32. Rde£a £rtica predstavlja χ2 vrednost kriºnega spektra
IceCube  2MASS (to£kasti izvori).
4.3.2 Sledilci kozmi£ne strukture
Sledilci kozmi£ne strukture so karte, ki najve£krat vklju£ujejo preglede galaksij, kva-
zarjev, kozmi£nega sevanja in gravitacijskega potenciala, ki so po navadi opravljeni
na celotnem nebu ali pa na ve£jem delu neba. Izbrane karte so 2MASS (raz²irjeni




Gre za isti pregled neba kot pri to£kastih izvorih, le da obstaja lo£en katalog objek-
tov, ki imajo razlo£ljivo kotno velikost oz. ki niso to£kasti. Katalog raz²irjenih
izvorov vsebuje preko 1, 6× 106 razlo£enih galaksij [12]. Podatki so prosto dostopni
z iste strani kot podatki za to£kaste izvore. Karta raz²irjenih izvorov je prikazana
na sliki 4.28 in maska na sliki 4.29.
Slika 4.28: Karta raz²irjenih izvorov 2MASS pri Nside = 128.
Slika 4.29: Maska galakti£ne ravnine.
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Kriºni spekter mo£i med nevtrinskimi dogodki IceCube in karto 2MASS (raz²ir-
jeni izvori) je prikazan na sliki 4.30.
Slika 4.30: Popredal£kan kriºni spekter mo£i nevtrinskih dogodkov in karte 2MASS
(raz²irjeni izvori) pri Nside = 128 in Nb = 32. rna £rtkana £rta predstavlja ni£to
predpostavko.
Slika 4.31: Iz 104 naklju£nih spektrov izra£unana (modra) in teoreti£na (oranºna)
porazdelitev χ2 za dof = 32. Rde£a £rtica predstavlja χ2 vrednost kriºnega spektra
IceCube  2MASS (raz²irjeni izvori).
Kriºni spekter mo£i nevtrinskih dogodkov IceCube in karte 2MASS (raz²irjeni
izvori) 4.30 ne nakazuje signala za korelacijo, kar tudi potrjuje vrednost χ2, prikazana




Pregled NVSS ("NRAO VLA Sky Survey") je bil opravljen z VLA pri 1.4GHz, kar
je v obmo£ju radijskih frekvenc in pokriva nebo od δ = 90o do δ = −40o. Pregled
je posnel okrog 1.4× 106 radijskih izvorov, ve£inoma radijskih galaksij, ki so sledilci
aktivnih galakti£nih jeder (AGNs) [13]. Karta izvorov NVSS5 je prikazana na sliki
4.32 in maska na sliki 4.33.
Slika 4.32: Karta radijskih izvorov NVSS pri Nside = 128.
Slika 4.33: Maska pregleda NVSS.
5Podatke je mogo£e prenesti s strani
https://heasarc.gsfc.nasa.gov/W3Browse/radio-catalog/nvss.html
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Kriºni spekter mo£i med nevtrinskimi dogodki IceCube in karto NVSS je prika-
zan na sliki 4.34.
Slika 4.34: Popredal£kan kriºni spekter mo£i nevtrinskih dogodkov in karte NVSS
pri Nside = 128 in Nb = 32. rna £rtkana £rta predstavlja ni£to predpostavko.
Slika 4.35: Iz 104 naklju£nih spektrov izra£unana (modra) in teoreti£na (oranºna)
porazdelitev χ2 za dof = 32. Rde£a £rtica predstavlja χ2 vrednost kriºnega spektra
IceCube  NVSS.
Kriºni spekter mo£i nevtrinskih dogodkov IceCube in karte NVSS 4.34 ne naka-
zuje signala za korelacijo, kar tudi potrjuje vrednost χ2, prikazana z rde£o na sliki
4.35.
SDSS-CMAS/LOWZ
Pregled SDSS ("Sloan Digital Sky Survey") ima ve£ kategorij in vzorcev pregleda.
Iz pregleda BOSS ("Baryonic Oscillation Spectroscopic Survey") je izbran katalog
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fotometri£no svetlih galaksij z mejno magnitudo pribliºno 22.5. Podvzorec CMASS
(galaksije s pribliºno konstantno zvezdno maso) zajema okrog 106 galaksij z rde£imi
premiki Z ∼ 0.4 − 0.7. Podvzorec LOWZ (galaksije z nizkimi rde£imi premiki)
zajema okrog 6× 105 galaksij s povpre£nim rde£im premikom Z ∼ 0, 3 [14]. Karta
galaksij SDSS-CMASS/LOWZ6 je prikazana na sliki 4.36 in maska na sliki 4.37.
Slika 4.36: Karta galaksij SDSS-CMASS/LOWZ pri Nside = 128.
Slika 4.37: Maska pregleda SDSS-CMASS/LOWZ.
6Podatke je mogo£e prenesti s strani https://data.sdss.org/sas/dr12/boss/lss/
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Kriºni spekter mo£i med nevtrinskimi dogodki IceCube in karto SDSS-CMASS/LOWZ
je prikazan na sliki 4.38.
Slika 4.38: Popredal£kan kriºni spekter mo£i nevtrinskih dogodkov in karte SDSS-
CMASS/LOWZ pri Nside = 128 in Nb = 32. rna £rtkana £rta predstavlja ni£to
predpostavko.
Slika 4.39: Iz 104 naklju£nih spektrov izra£unana (modra) in teoreti£na (oranºna)
porazdelitev χ2 za dof = 32. Rde£a £rtica predstavlja χ2 vrednost kriºnega spektra
IceCube  SDSS-CMASS/LOWZ.
Kriºni spekter mo£i nevtrinskih dogodkov IceCube in karte SDSS-CMASS/LOWZ
4.38 ne nakazuje signala za korelacijo, kar tudi potrjuje vrednost χ2, prikazana z




Prasevanje CMB ("CosmicMicrowaveBackground radiation") je sevanje iz obdobja
pribliºno 400 000 let po za£etku Vesolja. Pred tem £asom je bilo Vesolje vro£e in
gosto in zaradi velike gostote prostih elektronov neprozorno za vso sevanje. Ni ²e
bilo vezanih atomov zaradi visokih temperatur in Vesolje je takrat bilo sestavljeno
iz plazme. Ko se je Vesolje ²irilo in hladilo, se je pribliºno 400 000 let po za£etku
temperatura zniºala dovolj, da so se elektroni vezali na preprosta jedra in tako tvorili
preproste atome, kot sta vodik in helij. S tem je postalo tudi prozorno, s £imer je
prepustilo vso sevanje, ki je bilo prisotno v plazmi, in od takrat to sevanje potuje
skozi Vesolje. To sevanje prihaja iz vseh smeri in ga je mogo£e izmeriti. irjenje
Vesolja je raztegnilo valovne dolºine prasevanja in je zato videti, kot da je vir veliko
hladnej²i. Temperatura prasevanja je okrog 2.73o [15]. Karta prasevanja CMB7 je
prikazana na sliki 4.40 in maska pokriva 100% neba.
Slika 4.40: Karta prasevanja CMB pri Nside = 1024.
Kriºni spekter mo£i med nevtrinskimi dogodki IceCube in karto CMB je prikazan
na sliki 4.41.
Kriºni spekter mo£i nevtrinskih dogodkov IceCube in karte CMB 4.41 ne naka-
zuje signala za korelacijo, kar tudi potrjuje vrednost χ2, prikazana z rde£o na sliki
4.42.
7Podatke je mogo£e prenesti s strani http://pla.esac.esa.int/pla/#maps
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Slika 4.41: Popredal£kan kriºni spekter mo£i nevtrinskih dogodkov in karte CMB
pri Nside = 128 in Nb = 32. rna £rtkana £rta predstavlja ni£to predpostavko.
Slika 4.42: Iz 104 naklju£nih spektrov izra£unana (modra) in teoreti£na (oranºna)
porazdelitev χ2 za dof = 32. Rde£a £rtica predstavlja χ2 vrednost kriºnega spektra
IceCube  CMB.
Planck Kappa
Porazdelitev snovi, ki tvori kozmi£no mreºo, vpliva na porazdelitev anizotropij v
prasevanju CMB preko ²ibkega gravitacijskega le£enja. Gostotno polje prasevanja
je sorazmerno z gravitacijskim potencialom. Planck Kappa je karta, ki predstavlja
rekonstruirano polje, odgovorno za le£enje, in je bilo dobljeno iz karte prasevanja
CMB. Planck Kappa sledi porazdelitvi snovi na ²irokem obmo£ju rde£ih premikov
[14]. Karta Planck Kappa8 je prikazana na sliki 4.43 in maska na sliki 4.20.




Slika 4.43: Karta Planck Kappa pri Nside = 128.
Kriºni spekter mo£i med nevtrinskimi dogodki IceCube in karto Planck Kappa
je prikazan na sliki 4.44.
Slika 4.44: Popredal£kan kriºni spekter mo£i nevtrinskih dogodkov in karte Planck
Kappa priNside = 128 inNb = 32. rna £rtkana £rta predstavlja ni£to predpostavko.
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Slika 4.45: Iz 104 naklju£nih spektrov izra£unana (modra) in teoreti£na (oranºna)
porazdelitev χ2 za dof = 32. Rde£a £rtica predstavlja χ2 vrednost kriºnega spektra
IceCube  Planck Kappa.
Kriºni spekter mo£i nevtrinskih dogodkov IceCube in karte Planck Kappa 4.44





Podatki iz observatorija IceCube, obdelani v tem delu, so prva izdaja, katere podatki
so bili zbrani tekom gradnje detektorja. Od izdaje teh podatkov leta 2011 dalje
observatorij zbira nove podatke s celotno konﬁguracijo detektorja.
Nevtrinski dogodki imajo speciﬁ£no strukturo po deklinaciji, ki je posledica ob-
£utljivosti detektorja po deklinaciji. Detektor nima odvisnosti po rektascenziji, ker
se nahaja na geografskem juºnem polu in se zaradi rotacije Zemlje ta odvisnost
simetrizira. Spodnje meje energije vpadnih nevtrinov, po [6, 7], nakazujejo, da so
izvori kozmi£nih ºarkov lokalni.
Za spekter mo£i se izkaºe, da ima v primeru avtokorelacije dodaten £len, ki se
imenuje Poissonov ²um. Pri analizi ga je bilo potrebno od²teti. V primeru kriºne
korelacije £lena s ²umom ni, ker ²uma iz dveh razli£nih kart na£eloma ne korelirata.
Vsak eksperiment ima tudi neko omejitev lo£ljivosti, kar je bilo pri analizi tudi
upo²tevano. Za kotno napako nevtrinskih dogodkov IceCube je bila uporabljena
mediana kotne napake vseh dogodkov. Kotna napaka se upo²teva kot konvolucija
karte z Gaussovo krivuljo in dolo£a ob£utljivost spektra mo£i glede na multipol ℓ,
kar omejuje merjenje spektra mo£i pri vi²jih ℓ. Pri avtokorelaciji je bila meja pri
ℓ ∼ 100 in pri kriºni korelaciji pri ℓ ∼ 150 zaradi bolj²e lo£ljivosti drugih kart.
Nepristranska cenilka spektra mo£i, predstavljena v poglavju 3, vpelje prak-
ti£en na£in izra£una spektra mo£i za karte z delnimi pokritji neba in razli£nimi
obteºitvami, ki so posledica prostorske ob£utljivosti detektorjev. Pri numeri£nem
ra£unanju je bilo v pomo£ sferi£no diskretizacijsko orodje HEALPix. Nepristranska
cenilka spektra mo£i ima analiti£no obliko, a ni bila uporabljena zaradi izklju£itve
simetri£nih m = 0 na£inov iz analize, kar je posledica edinstvene lokacije observato-
rija IceCube na juºnem polu. Nepristranska cenilka spektra mo£i se je zaradi tega
ra£unala z metodo Monte Carlo, s cenilko claw1, opisano v poglavju 4. Cenilka claw
je avtorski program, ki sva ga napisala dr. Anºe Slosar in jaz.
Avtokorelacija nevtrinskih dogodkov IceCube se sklada z ni£to predpostavko, da
je spekter mo£i povsod ni£eln, torej da ni gru£enja izvorov. Ta ugotovitev je bila
potrjena s testom χ2. To pomeni, da so izvori nevtrinov naklju£no porazdeljeni po
nebu. Ta ugotovitev se sklada s pri£akovanji porazdelitve prihodnih smeri kozmi£nih
ºarkov [6, 7].
Izra£unane porazdelitve χ2 za kriºno korelacijo so bile izra£unane na druga£en
na£in kot pri avtokorelaciji. Naklju£nim spektrom, izra£unim za kovarian£no ma-
triko, so se izra£unale vrednosti χ2 in iz njih narisale porazdelitve, prikazane na
1Program je prosto dostopen na strani https://github.com/slosar/claw
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histogramih pod kriºnimi spektri.
Cilj tega dela je bil preveriti, £e so izvori nevtrinov, z energijami pod Eν ∼
1018 eV, lahko tudi nelokalnega oziroma izvengalakti£nega izvora. Preverili so se
tudi lokalni oziroma galakti£ni izvori. Nevtrinski dogodki IceCube so bili primer-
jani s kartami: karta porde£itve zaradi prahu, Haslam, 2MASS (to£kasti in raz²irjeni
izvori), NVSS, SDSS-CMASS/LOWZ, CMB in Planck Kappa. Lokalne karte porde-
£itve, Haslam in 2MASS (to£kasti izvori) nakazujejo potencialni signal v prvem pre-
dal£ku (do ℓ = 8, kotna skala med 180o in pribliºno 22.5o) s pribliºno 2σ gotovostjo,
da ni napaka. Pomanj²ani spektri mo£i 4.17, 4.21, 4.26 in 4.30 so prikazani v do-
datku B za prikaz velikosti prvega predal£ka. Meritve kriºnih korelacij z omenjenimi
kartami so korelirane, natan£na opredelitev statisti£ne pomembnosti teh odstopanj
pa ostaja kot problem za prihodnost. Vrednosti χ2 celotnih spektrov nakazujejo, da
ni zanesljivega signala za korelacijo. Z ostalimi kartami sledilcev kozmi£ne strukture
prav tako ni bilo izmerjene nobene korelacije.
Novi podatki iz observatorija IceCube, ki se zbirajo s celotno konﬁguracijo od
leta 2011, bodo predstavljali bolj²i statisti£ni vzorec, ki bo z ve£jo gotovostjo lahko
proizvedel informacije o izvoru kozmi£nih ºarkov. Novi podatki ²e niso javno do-
segljivi. V prihodnjih raziskavah bi bilo smiselno preveriti korelacijo nevtrinskih
dogodkov ²e s kak²nim pregledom neba, ki ²e ni javno dostopen, je ²e v procesu
zbiranja podatkov ali pa ²e ni za£el delovati. Za analizo bi bili zanimivi pregledi
LSST (Large Synoptic Survey Telescope), 2QZ (2dF QSO Redshift survey) in
nova izdaja podatkov SDSS. Z bolj napredno ra£unalni²ko opremo bi lahko bila
opravljena tudi analiza s pregledom WISE (Wide-ﬁeld Infrared Survey Explorer),
a moje trenutne tehnolo²ke omejitve tega niso omogo£ile. Idealno bi bilo preveriti
korelacije s temi pregledi z uporabo nove izdaje podatkov iz observatorija IceCube.
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Sferni harmoniki so re²itve kotnega dela Laplaceove ena£be
∇2u(r, θ, ϕ) = 0, (A.1)
kjer se funkcija u, z metodo separacije spremenljivk, zapi²e kot



























v sferi£nih koordinatah. Kotni del, za katerega se izkaºe, da predstavlja sferne
harmonike, je Θ(θ)Φ(ϕ) [28]. Radialni del in njegove re²itve se v tej obravnavi
ignorira, ker je obravnava sferi£nega neba v delu radialno neodvisna.
Sferni harmoniki se eksplicitno zapi²ejo kot






Pmℓ (cos θ) e
imϕ, (A.4)
kjer so
Pmℓ (x) = (1− x2)m/2
dm
dxm
Pℓ(x) (za m ≥ 0)











(x2 − 1)ℓ. (A.6)
Legendrovi polinomi tvorijo polno in ortogonalno mnoºico na intervalu [−1, 1]. Or-















Pℓ(x)Pℓ(y) = δD(x− y). (A.8)
Iz ortogonalnostne zveze je razvidno, kako so Legendrovi polinomi normirani. Or-






Parnost Legendrovih polinomov dolo£a ℓ kot
Pℓ(−x) = (−1)ℓPℓ(x). (A.10)
Zveza med prirejenimi Legendrovimi funkcijami prim = 0 in Legendrovimi polinomi
se po (A.5) zapi²e kot
P 0ℓ (x) = Pℓ(x). (A.11)
Ker so prirejene Legendrove funkcije Pmℓ realne in







realne. Kot v tem primeru, se pri sfernih harmonikih vedno uporabi x = cos θ v
argumentu Legendrovih polinomov [28].
Sferni harmoniki tvorijo polno in ortonormirano mnoºico funkcij na sferi. Orto-
normiranost funkcij ∫
4π







′, ϕ′) = δD(ϕ− ϕ′)δD(cos θ − cos θ′) (A.15)
sta zelo priro£ni zvezi za analizo na sferi.








kjer je ϑ kot med nˆ = (θ, ϕ) in nˆ′ = (θ′, ϕ′). Velja nˆ · nˆ′ = cosϑ. Za nˆ = nˆ′ se (A.16)
zapi²e kot ∑
m
|Yℓm(θ, ϕ)|2 = 2ℓ+ 1
4π
, (A.17)
ker vedno velja Pℓ(1) = 1. Nekaj prvih Legendrovih polinomov, prirejenih Legendro-
vih funkcij in sfernih harmonikov je prikazanih v tabeli A.1. Teh je seveda neskon£no
mnogo v ℓ [28].
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(35x4 − 30x2 + 3)
Prirejene Legendrove funkcije Pmℓ (x) = P
m
ℓ (cos θ)
P 11 (x) =
√
1− x2 = sin θ
P 12 (x) = 3x
√
1− x2 = 3 cos θ sin θ
P 22 (x) = 3(1− x2) = 3 sin2 θ
Sferni harmoniki























3 sin θ cos θeiϕ






cos2 θ − 1
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)
Tabela A.1: Tabela nekaj prvih Legendrovih polinomov, prirejenih Legendrovih
funkcij in sfernih harmonikov [28]
A.2 Wignerjeve D funkcije
Wignerjeve funkcije so povezane z rotacijo sferi£nih koordinat. Za dano realizacijo
neba so koeﬁcienti razvoja po sfernih harmonikih aℓm odvisni od izbranega sferi£-
nega koordinatnega sistema, kot npr. ekvatorialni, eklipti£ni, galakti£ni itd. Razvoj
polja gostotnih perturbacij po sfernih harmonikih se v dveh razli£nih sferi£nih ko-








kjer sta (θ, ϕ) koordinati to£ke nˆ v prvem koordinatnem sistemu in (θ˜, ϕ˜) v drugem





Dℓmm′(α, β, γ)a˜ℓm′ , (A.19)
kjer so Dℓmm′ Wignerjeve funkcije in α, β ter γ Eulerjevi koti rotacije iz prvega v
drugi koordinatni sistem [29]. Sferni harmoniki iz teh dveh koordinatnih sistemov
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mm′(α, β, γ). (A.20)
Eulerjevi koti so deﬁnirani na obmo£jih
0 ≤ α < 2π, 0 ≤ β ≤ π, 0 ≤ γ < 2π. (A.21)
V nekaterih ra£unih je mogo£e potrebno uporabljati kote izven teh obmo£ij. Vsaka
vrednost α ali γ je ekvivalentna vrednosti mod 2π, kar pomeni, da so Wignerjeve
funkcije periodi£ne v teh dveh kotih. Negativne vrednosti kota β pokrijejo iste
rotacije kot pozitivne, saj je rotacija (α + 2π, β, γ − 2π) enaka rotaciji (α,−β, γ)
[29].
Eksplicitna oblika Wignerjevih D funkcij je


















Meje vsote so ekvivalentne izogibanju faktoriziranja negativnih ²tevil [29].
Mnoºico koeﬁcientov aℓm pri ﬁksnem ℓ se lahko gleda kot vektor z 2ℓ+1 kompo-
nentami in (2ℓ+1)×(2ℓ+1) matriko Dℓ(α, β, γ) kot matriko rotacije teh komponent
v novo bazo. Mnoºica matrik Dℓ(α, β, γ) za vse kote α, β in γ tako tvori upodobitev
rotacijske grupe SO(3) [29]. Te matrike so unitarne
Dℓ(α, β, γ)† = Dℓ(α, β, γ)−1, (A.24)














Wignerjeve funkcije tvorijo ortogonalno in polno mnoºico v tridimenzionalnem








dγ Dℓmn(α, β, γ)
∗Dℓ
′










′, β′, γ′) = δD(α−α′)δD(cos β − cos β′)δD(γ − γ′).
(A.28)
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Sferni harmoniki so poseben primer Wignerjevih funkcij in se izrazijo kot










in so neodvisni od kota χ, ker je m′ = 0 [29].
A.3 Kotni spekter mo£i
Kotni spekter mo£i je analogen kartezi£nemu primeru (3.8), le da je izpeljava bolj
zapletena, ker je potrebno vpeljati rotacijo koordinatnega sistema za kot ϑ, za razliko
od kartezi£nega primera, kjer se koordinatni sistem le translira kot x′ = x + r.







kjer je uporabljena transformacija (3.20) za posami£en koeﬁcient razvoja aℓm. V
nadaljevanju se uporabi ⟨δ(nˆ)δ(nˆ′)⟩ = w(ϑ). Sedaj je potrebno zapisati Y ∗ℓ′m′(θ′, ϕ′)
kot funkcijo θ, ϕ in ϑ. Sedaj sta (θ, ϕ) in (θ′, ϕ′) dve to£ki v istem koordinatnem
sistemu. Vpelje se nov koordinatni sistem (θ˜, ϕ˜), kjer je prva to£ka nˆ orientirana v
smeri z. Za to£ko (θ˜, ϕ˜) je θ˜ = 0, tako da je θ˜′ = ϑ. Rotacija v nov koordinatni
sistem je podana z Eulerjevimi koti α = ϕ, β = θ in γ je lahko kar koli. Novi








































Dodatek A. Matemati£na orodja sferne geometrije
kjer je bila uporabljena ena£ba (A.30). Ker so Dℓm0(ϕ, θ, χ) neodvisne od χ, se lahko












































kjer sta bili uporabljeni (A.27) v tretji vrstici in (A.13) v predzadnji vrstici [19]. Ta
del dodatka predstavlja izpeljavo kotnega spektra mo£i iz ena£be (3.22).
A.4 Wignerjevi 3-j simboli
Wignerjevi 3-j simboli so skalarne koli£ine, ki se pojavijo pri obravnavi sklopljenih
vrtilnih koli£in, po navadi v dveh kvantnih sistemih. V splo²nem se zapi²ejo z Racah
ena£bo⎛⎝a b c
α β γ
⎞⎠ = (−1)a−b−γ√∆(a, b, c)×
×
√







∆(a, b, c) =
(a+ b− c)!(a− b+ c)!(−a+ b+ c)!
(a+ b+ c+ 1)!
(A.36)
trikotni²ki koeﬁcient in
x = t!(c− b+ t+ α)!(c− a+ t− β)!(a+ b− c− t)!(a− t− α)!(b− t+ β)!, (A.37)
kjer so t indeksi vsote [29].
V obravnavi sklopljenih vrtilnih koli£in se notacija in deﬁnitnost Wignerjevih 3-j
simbolov pi²e kot⎛⎝ ℓ1 ℓ2 ℓ3
m1 m2 m3
⎞⎠⎧⎨⎩ ̸= 0 , |ℓ1 − ℓ2| ≤ ℓ3 ≤ ℓ1 + ℓ2, m1 +m2 +m3 = 0= 0 , sicer. (A.38)




⎛⎝ ℓ1 ℓ2 ℓ3
m1 m2 m3




⎞⎠ = δm1m′1δm2m′2 (A.39)
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⎛⎝ ℓ1 ℓ2 ℓ3
m1 m2 m3




⎞⎠ = δℓ3ℓ′3δm3m′3δ(ℓ1, ℓ2, ℓ3) 12ℓ3 + 1 , (A.40)
kjer je δ(ℓ1, ℓ2, ℓ3) = 1, kadar velja trikotni²ka zveza iz (A.38) in δ(ℓ1, ℓ2, ℓ3) = 0
sicer. Velja tudi zveza⎛⎝ℓ1 ℓ2 ℓ3
0 0 0





(L/2− ℓ1)!(L/2− ℓ2)!(L/− ℓ3)! (A.41)
za sodi L = ℓ1 + ℓ2 + ℓ3 in je enaka 0 za lihi L. Wignerjevi 3-j simboli so povezani s
Clebsch-Gordanovimi koeﬁcienti kot⎛⎝ ℓ1 ℓ2 ℓ3
m1 m2 m3







⎛⎝ ℓ1 ℓ2 ℓ3
m1 m2 −m3
⎞⎠ . (A.43)
Pogosto se namesto Clebsch-Gordanovih koeﬁcientov uporabljajo Wignerjevi 3-j
simboli zaradi preprostej²ih simetrijskih lastnosti [29].
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Slika B.1: Popredal£kan in pomanj²an kriºni spekter mo£i nevtrinskih dogodkov in
karte porde£itve zaradi prahu pri Nside = 128 in Nb = 32.
Slika B.2: Popredal£kan in pomanj²an kriºni spekter mo£i nevtrinskih dogodkov in
karte Haslam pri Nside = 128 in Nb = 32.
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Slika B.3: Popredal£kan in pomanj²an kriºni spekter mo£i nevtrinskih dogodkov in
karte 2MASS (to£kasti izvori) pri Nside = 128 in Nb = 32.
Slika B.4: Popredal£kan in pomanj²an kriºni spekter mo£i nevtrinskih dogodkov in
karte 2MASS (raz²irjeni izvori) pri Nside = 128 in Nb = 32.
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Slika B.5: Popredal£kan in pomanj²an kriºni spekter mo£i nevtrinskih dogodkov in
karte CMB pri Nside = 128 in Nb = 32.
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